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KIRISH 

Integrallarning nazariy va amaliy ahamiyati matematik tahlil va ilovalar 

fanida muhim o’rin egallaydi. Xususan, karrali va egri chiziqli integrallar yordamida 

ikki va uch o’lchovli geometriyada yuzalar, hajmlar, massalar, kuchlarning ta’siri, 

energiya sarfi kabi ko’plab masalalar yechiladi. Ushbu mavzu nafaqat matematik 

hisoblashlar uchun, balki muhandislik, fizika, texnika va iqtisodiyot sohalarida ham 

katta qo’llanilishga ega. Bugungi kunda karrali va egri chiziqli integrallarning 

nazariyasini amaliy masalalarda ishlatish yangi texnologik ishlanmalar va ilmiy 

tadqiqotlar uchun zarur asoslardan biridir. 

Kurs ishining dolzarbligi – ushbu kurs ishining dolzarbligi shundan iboratki, 

matematika fanining rivojlanishi integrallarning yanada chuqurroq o’rganilishini 

talab qilmoqda, chunki ular yordamida murakkab modellar tuziladi va tabiiy 

hodisalar tahlil qilinadi. Jumladan: 

Fizikada qattiq jismning barqarorligini o’rganishda; 

Qurilishda og’irlik markazlarini aniqlashda; 

Iqtisodiyotda xatarlarni matematik baholashda integrallar muhim vosita 

sifatida ishlatiladi. 

Xususan, karrali va egri chiziqli integrallar bilan bog’liq muammolarni 

matematik yo’l bilan yechish – hozirgi zamon ilmiy-texnologik rivojlanishining 

dolzarb masalalaridan biridir. Ushbu kurs ishi orqali nazariyadan amaliyotga o’tish 

tajribasi ortadi, bu esa mazkur mavzuni talaba va olimlar uchun muhim qiladi. 

Kurs ishining maqsadi - kurs ishining asosiy maqsadi – karrali va egri 

chiziqli integrallarning nazariyasini o’rganib, ularning amaliy qo’llanilishi bo’yicha 

yechimlar taklif qilishdir. Shuningdek, mavzuga doir tipik misollarni hal qilish 

orqali mavzuning amaliy qo’llanilish darajasini namoyish etish maqsad qilingan. 

Kurs ishining vazifalari: 

1. Karrali va egri chiziqli integrallarning nazariy asoslarini o’rganish. 

2. Ushbu integrallar yordamida geometrik va fizik kattaliklarni hisoblash 

usullarini o’zlashtirish. 
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3. Egri chiziqli va karrali integrallarning amaliy masalalarda tadbiqini tahlil 

qilish. 

4. Turli misollarni amaliy va nazariy yechim orqali tasvirlab berish. 

5. Mavzuga doir yangiliklarni o’rganib, ilg’or natijalarni ko’rsatish. 

Kurs ishining tuzilishi - ushbu kurs ishi quyidagi asosiy bo’limlardan iborat: 

Kirish: Integrallarning mavzu doirasidagi ahamiyati, maqsad va vazifalar. 

I bob: Karrali va egri chiziqli integrallarning nazariy asoslari. Bu yerda 

integrallar turlari, xossalari va ulardan foydalanish imkoniyatlari muhokama 

qilinadi. 

II bob: Karrali integrallarning amaliy tadbiqlari. Ushbu bo’limda ikki va uch 

o’lchovli masalalarga doir yechimlar tahlil qilinadi. 

III bob: Egri chiziqli integrallarning qo’llanilishi. Ish kuchini aniqlash, 

fazodagi murakkab modellar va boshqa amaliy masalalar tahlil qilinadi va 

to’plangan bilimlar asosida turli masalalarni amaliy hal qilish misollari keltiriladi. 

Xulosa: O’rganilgan mavzu bo’yicha tahliliy xulosa chiqariladi. 

Foydalanilgan adabiyotlar: Mavzuga oid ilmiy ishlanmalar va adabiyotlar 

ro’yxati keltiriladi. 

Mazkur kurs ishini yozish davomida nazariy materialni o’zlashtirish va uning 

amaliy tadbiqini ko’rsatish orqali mavzuni keng yoritishga harakat qilinadi. 
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I.BOB. Karrali va egri chiziqli integrallarning nazariy asoslari 

1.1. Karrali integrallar va ularning asosiy tushunchalari 

Karrali integrallar ikki yoki undan ortiq o’lchamli fazoda maydon, hajm, 

massa yoki boshqa kattaliklarni hisoblashda ishlatiladigan matematik vositadir. Bir 

o’zgaruvchili integraldan farqli o’laroq, karrali integral bir nechta o’zgaruvchilarga 

bog’liq bo’lgan funksiyalarni hisoblash uchun qo’llaniladi. 

Bu mavzu bo’yicha olimlarning fikrlari va ularning bu sohaga qo’shgan 

hissasi tahlil qilishimiz muhim hisoblanadi. 

Leonard Eyler (1707–1783) integral hisoblash sohasida juda katta yutuqlarga 

erishdi. U ko’p o’zgaruvchili funksiyalarni o’rganish va ularni o’lchamli 

integrallarga qo’llashda poydevor yaratgan. Eylerning ishi ko’proq fizik jarayonlarni 

matematik tavsiflashga qaratilgan bo’lib, ayniqsa fizik-geometrik muammolarda 

ikki va uch o’lchovli sohalarda integrallarning amaliy hisoblanishi bo’yicha muhim 

ishlanmalar qilgan. 

Eyler nazariy va amaliy matematikaning barcha sohalarida iz qoldirgan. 

Uning o’zgaruvchilarni almashtirish va yirik chegaralardagi masalalarni 

soddalashtirishga oid ishlanmalari karrali integrallarning bugungi nazariyasiga asos 

bo’lgan. Uning "diffuz integrallar" (lekin sodda geometriyalar bo’yicha) bo’yicha 

ishlari karrali integrallarning oddiy holatlari uchun keng tatbiq qilinadi. 

Eylerning ishlari, xususan, mexanika, fizika va astronomiyada ikki 

o’zgaruvchili funksiyalarning tadqiqoti karrali integrallarning rivojlanishi uchun 

asos yaratgan. 

Karl Fridrix Gauss (1777–1855) integral nazariyasini rivojlantirishga sezilarli 

hissa qo’shdi. U ixtiyoriy sirtlar bo’yicha integral tushunchasini kengaytirib, har xil 

egri va geometrik strukturalar ustidagi hisoblashlarni nazariy va amaliy jihatdan 

isbotlab berdi. 

Gaussning "Divergensiya teoremasi" va uning maydonlarga nisbatan 

integrallarni tadqiq qilgan ishlari karrali va egri chiziqli integrallarning fizika va 
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geometriyaga tadbiqini yanada kengaytirdi. Bu teorema ko’p jihatdan ko’p o’lchovli 

va vektor maydonlarda fizik jarayonlarni tushunishda asos bo’ldi. 

Gauss fikricha, integrallar ikki jihatdan tadqiq qilinishi kerak: funksiyalar 

ostidagi hajmni aniqlash va kuchlar ta’sirini (masalan, elektr maydon) hisoblash. 

Uning ishlari zamonaviy matematik modellashtirishda asosiy ahamiyatga ega. 

Genri Puankare (1854–1912) differensial tenglamalar va integral 

nazariyalarining geometriya va fizikadagi ilovalarini kengaytirgan. Uning ishlari 

fazoviy tuzilmalar va integral sirtlar bo’yicha chuqur tadqiqotlarni o’z ichiga oladi. 

Puankare murakkab geometriya bilan ishlashda integrallarni qo’llash 

tamoyillarini rivojlantirdi. Uning g’oyalari murakkab fizik maydonlar, jumladan, 

egri chiziqli integrallarning qo’llanilishi bilan bog’liq. 

Puankare nazariyasining rivojlanishi karrali integrallarning nafaqat ikki 

o’lchovda, balki uch va undan ortiq o’lchamli tizimlarda tadqiq qilish imkonini 

berdi. 

Jeyms Klerk Maksvell (1831–1879) o’zining elektr va magnit maydonlariga 

oid tenglamalarida karrali integrallarni qo’llagan. Uning ishlari fizik masalalarni 

matematik ravishda ifodalash va tushuntirish uchun karrali va egri chiziqli 

integrallardan foydalanishni taklif qilgan birinchi ishlardan hisoblanadi. 

Maksvellning elektr va magnit maydonlarning energiyasi, qutblari va ta’sir 

doiralarini hisoblashda karrali integrallar ishlatilgan. Bu esa fizikada integral 

nazariyalarining keng miqyosda qo’llanilishiga sabab bo’ldi. 

Maksvellning tadqiqotlari fizik kattaliklarni karrali integrallar yordamida 

hisoblash usullarini joriy qilib, nazariyani real hayotdagi muammolarga tatbiq 

qilishni ko’rsatib berdi. 

Yuqaridagi olimlarning hissasi nafaqat karrali integrallar nazariyasini 

shakllantirishda, balki ularni matematik va amaliy masalalarda qo’llash uchun zarur 

bo’lgan vositalarni yaratishda katta ahamiyatga ega. Ushbu fikrlar karrali 

integrallarning nafaqat matematik asoslarini, balki ularning amaliyotdagi o’rnini 

ham mustahkamlaydi. 
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Karrali integral – bu ko’p o’zgaruvchili funksiyalarni integrallashning 

umumiy usuli bo’lib, asosan geometrik va fizik masalalarni yechishda qo’llaniladi. 

Odatda, bir o’zgaruvchili integralni kengaytirgan holda, ikki yoki undan ortiq 

o’zgaruvchili funksiyalarni hisoblashda ishlatiladi. Masalan, bir o’zgaruvchili 

integralda maydonni yoki sirtni hisoblasak, karrali integral yordamida biz nisbatan 

murakkabroq shakllardagi maydonlar va yuzalar uchun hisoblashlar olib boramiz. 

Ko’p o’zgaruvchili integralni karrali integral deb atashimiz mumkin. 

Masalan, ikki o’zgaruvchili funksiyaning karrali integrali quyidagicha ifodalanadi: 

 

I = ∫ ∫D f(x, y) dx dy 

Bu yerda: 

 f(x,y)– ikkita o’zgaruvchiga bog’liq funksiya, 

 D – integrallash sohasi, ya'ni bu integralni hisoblash uchun biz tanlagan 

hudud (maydon), 

 dx va dy – bu differensial elementlar bo’lib, maydonning kichik 

o’lchamlarini anglatadi. 

Karrali integralning asosiy tushunchalarini yanada aniqroq tushunish uchun, 

biz uni geometriya va fizika sohalarida qanday qo’llanilishini ko’rib chiqishimiz 

kerak. 

Geometriyada karrali integrallarning qo’llanilishini bilishimiz muhim. 

Karrali integrallar geometriyada maydonlarning umumiy hajmini hisoblash 

uchun ishlatiladi. Misol uchun, tekislikda berilgan hududni (maydonni) hisoblashda, 

biz ushbu maydonni kichik to’rtburchaklar yoki boshqa geometrik shakllarga 

ajratamiz va ularning maydonlarini hisoblab, natijada umumiy maydonni topamiz. 

Bu jarayon karrali integral yordamida quyidagicha amalga oshiriladi: 

 

A = ∫a b ∫g1(x)  
g2(x) f (x, y) dy dx 

Bu yerda, a dan b gacha bo’lgan x o’zgaruvchilari orasida y-ni integrallash 

kerak. Soha g1(x) va g2(x) funksiyalari bilan chegaralangan. 
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Fizikada karrali integrallarni qo’llanilishini tahlil qilib o’tamiz. 

Karrali integrallarni fizikada turli xil hodisalarni modellashtirish uchun 

qo’llash mumkin. Masalan, agar bizning fizik maydonimiz (masalan, zichlik yoki 

kuch) ko’p o’zgaruvchili bo’lsa, unda karrali integral orqali bu maydonni 

aniqlashimiz mumkin. Quyidagi misolda, biz karrali integral yordamida massiv 

markazini hisoblaymiz. 

Agar biror nishonlangan sohada zichlik funktsiyasi ρ(x, y) berilgan bo’lsa, 

unda sohaning massasi M quyidagicha hisoblanadi: 

 

M = ∫ ∫ D ρ(x, y) dx dy 

Karrali integrallarni hisoblashda asosiy usullar 

1. Qo’shma integral usuli (Iteratsion integral): 

Karrali integralni hisoblash uchun, uni ikki bosqichda, ya'ni ikki birinchi 

o’zgaruvchidan biri bo’yicha integral olish usulini qo’llaymiz. Boshqacha aytganda, 

ikki qismga bo’lib, keyin har bir qismini hisoblaymiz. Bu usulda integralning 

tartibini (ya'ni, qaysi o’zgaruvchi bo’yicha avval integral olishni) almashtirish 

mumkin. 

Masalan, agar D hududi x-ga bog’liq bo’lsa, karrali integralni quyidagicha 

yozish mumkin: 

∫a
b (∫g1(x)

g2(x) f(x,y) dy ) dx 

 

Bu usulda avval yyy-ni integrallash, so’ngra xxx-ni integrallashni amalga 

oshiramiz. 

1. O’rin almashtirish (Substitution) usuli: 

Karrali integralni yechishda o’rin almashtirish usulini ham qo’llash mumkin. Bu 

usulda, integrallash sohasi va funksiyalarning geometrik shaklini qulayroq shaklga 

keltirish uchun, yangi koordinatalarga o’tish yoki o’rin almashtirishni amalga 

oshiramiz. Masalan, qutbli yoki silindrsimon koordinatalarga o’tish bu usulning bir 

turi hisoblanadi. 
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2. Polart koordinatalari (Qutbli koordinatalarga o’tish): 

Agar integrallash sohasi doira yoki dumaloq shaklda bo’lsa, qutbli koordinatalar 

usulini qo’llash maqsadga muvofiqdir. Bu usulda, x va y o’zgaruvchilari o’rniga r 

(radius) va θ (burchak) o’zgaruvchilari ishlatiladi: 

 

x = r cosθ,                y = r sinθ 

Bunday holda, differensial maydon elementi dydx quyidagicha ifodalanadi: 

dx dy = r dr dθ 

Misollar 

1. Geometrikmisol: 

Aytaylik, bizga 0 ≤ x ≤ 10 va 0 ≤ y ≤ 2−x bo’lgan maydonning yuzasining maydonini 

hisoblash kerak. Bu holda karrali integralni quyidagicha yozamiz: 

 

A = ∫0
1 ∫0 2−x 1 dy dx 

Bu integralni hisoblaganimizda, maydonni aniqlaymiz. 

Fizik misol (massani hisoblash): 

Agar bizda silindrsimon maydonda zichlik ρ(r,θ)=r bo’lsa, unda massani 

quyidagicha hisoblashimiz mumkin: 

M = ∫0
2π ∫0

1 r ⋅ r dr dθ 

Bu integralni hisoblaganimizda, silindrsimon maydonning massasini topamiz. 

Karrali integrallar – bu ko’p o’zgaruvchili funksiyalarni hisoblash uchun 

zarur bo’lgan asbobdir. Ular geometriya, fizika, muhandislik va boshqa ko’plab 

sohalarda qo’llaniladi. Misollar orqali karrali integrallarni hisoblash usullari va 

ularning qo’llanilishi haqida tushunchamizni kengaytirish mumkin. 
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1.2 Egri chiziqli integrallar va ularning turlari 

Egri chiziqli integral – bu bir o’zgaruvchili yoki ko’p o’zgaruvchili 

funksiyalarni egri chiziq bo’ylab hisoblashning bir usulidir. Bu integral turli fizik va 

matematik hodisalarni modellashda, masalan, ish bajarish, kuch maydonlarining 

ta'siri, elektr va magnit maydonlarining analizi kabi masalalarda keng qo’llaniladi. 

Egri chiziqli integral asosan parametrik shaklda bo’lgan egri chiziq bo’ylab 

integrallashga asoslanadi. Bu integralni hisoblashda, chiziqni parametrlar 

yordamida tavsiflaymiz. 

Egri chiziqli integral tushunchasi 

Egri chiziqli integralni umumiy ko’rinishda quyidagicha ifodalash mumkin: 

 

I = ∫C f (x, y, z) ds 

Bu yerda: 

 C – egri chiziq, ya'ni integrallash amalga oshiriladigan chiziq yoki yo’l, 

 f(x,y,z) – integrallash uchun funksiyaning qiymati, 

 ds – chiziq bo’ylab kichik o’zgarishning uzunlik elementidir. 

Chiziq bo’yicha differensial uzunlik elementini parametrik shaklda 

quyidagicha ifodalash mumkin: 

 

ds = √((dtdx)2 + (dtdy)2 +(dtdz)2) dt 

Bu yerda ttt – parametr, masalan, vaqt yoki boshqa biror o’zgaruvchi. 

Egri chiziqli integrallarning turlari 

1. Egri chiziqli integralning umumiy turi: Agar egri chiziqli integral bir 

o’zgaruvchili bo’lsa, u holda integrallash funksiyasi f(x) bo’yicha chiziqning 

uzunligini hisoblashimiz mumkin. Masalan: 

2.  

I = ∫C f(x) dx 
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Bu yerda f(x) bir o’zgaruvchili funksiya bo’lib, integrallash x-ga bog’liq 

bo’ladi. 

 

Egri chiziqli integral vektor maydonida: Egri chiziqli integralni vektor 

maydonida hisoblashda, bu integralda chiziq bo’ylab kuchlarning ta'siri yoki ish 

bajarishni hisoblash mumkin. Agar F⃗(x,y,z) kuch maydoni bo’lsa, unda egri chiziqli 

integral quyidagicha ifodalanadi: 

 

W = ∫C  F⃗(x,y,z) ⋅ dr⃗ 

Bu yerda: 

 F⃗(x,y,z)– kuch maydoni yoki vektor maydoni, 

 dr⃗– chiziq bo’yicha kichik siljish vektori. 

Bu integralning fizik ma'nosi – bu chiziq bo’ylab bajarilgan ishni 

hisoblashdir. Masalan, elektr maydonidagi ish yoki magnit maydonidagi kuchni 

hisoblashda egri chiziqli integraldan foydalaniladi. 

Egri chiziqli integralning potensial funktsiyalar bilan bog’lanishi: Agar F⃗ 

vektor maydoni konservativ bo’lsa, ya'ni u qandaydir potensial funksiya Φ(x,y,z) 

yordamida tavsiflanadigan bo’lsa, u holda egri chiziqli integral quyidagicha 

ifodalanadi: 

W = ∫C ∇Φ ⋅ dr 

Bu yerda ∇Φ – potensial funktsiyaning gradienti. Konservativ maydonlar 

uchun bu integralni hisoblashda maydonning boshlang’ich va oxirgi nuqtalari 

orasidagi farqni topish mumkin. 

Egri chiziqli integralga oid masalalar: Ko’pincha egri chiziqli integrallar 

fizikada, masalan, ish bajarish, energiya, kuch maydonlari kabi sohalarda ishlatiladi. 

Egri chiziqli integralni hisoblashning asosi shundaki, biz har bir nuqtadagi kuchni 

(yoki boshqa fizik kattalikni) chiziq bo’ylab yig’amiz. 

Egri chiziqli integrallarni hisoblashni o’rganamiz 
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Endi egri chiziqli integrallarni hisoblash uchun konkret misollarni ko’rib 

chiqamiz. Bu misollarni fizik va geometrik kontekstda izohlashga harakat qilamiz. 

Misol 1: Elektr maydonida ishni hisoblash 

Faraz qilaylik, bizda biror kuch maydoni F⃗=(y,x,0) va chiziq C berilgan. 

Chiziq C to’g’ri chiziq bo’lib, u nuqtalardan boshlanadi (0,0) va nuqtalarda tugaydi 

(1,1). 

Egri chiziqli integral yordamida chiziq bo’ylab bajarilgan ishni hisoblaymiz: 

W = ∫C  F⃗(x,y,z) ⋅ dr⃗ 

Bu yerda, r⃗(t) chiziq bo’ylab parametrik tavsiflanadi. Misol uchun, r⃗(t)=(t,t), 

t∈[0,1]. 

Endi integralni parametrik shaklda ifodalab, hisoblashni davom ettiramiz: 

W = ∫0
1 (t⋅1+t⋅1) dt = ∫0

1 2tdt = [t2]0
1 = 1 

Natijada, chiziq bo’ylab bajarilgan ish W = 1. 

Egri chiziqli integrallar matematikada va fizika sohalarida juda keng 

qo’llaniladigan asbob bo’lib, ularning yordamida kuch maydonlarining ta'sirini, ish 

bajarishni va boshqa fizik hodisalarni hisoblash mumkin. Karrali integrallarni 

hisoblashda analogik usullar qo’llanilsa-da, egri chiziqli integrallar ko’pincha chiziq 

bo’ylab parametrik tavsiflashga asoslanadi va ular juda ko’p amaliy masalalarda 

ishlatiladi. 
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1.3. Karrali va egri chiziqli integrallarning xususiyatlari va 

qo’llanilish sohasi 

Matematika va uning amaliy jihatlari ko’plab real muammolarni yechishda 

qo’llaniladi. Karrali integrallar tekislik yoki fazoda turli sohalarni tavsiflash uchun 

ishlatilsa, egri chiziqli integrallar harakat trayektoriyalari, kuch maydonlari va fizik 

jarayonlarni aniqlashda ishlatiladi. Bu bo’limda ularning asosiy xususiyatlari va 

amaliy qo’llanilish sohasi haqida tushuncha beriladi. 

Karrali integral – ikki o’zgaruvchili funksiyalarni berilgan soha bo’ylab 

hisoblashga xizmat qiladi. U quyidagi muhim xususiyatlarga ega: 

1. Qo’shiluvchanlik xususiyati – Agar berilgan sohada bir nechta 

funksiyalar mavjud bo’lsa, ularning natijalari alohida hisoblanib, umumiy yechimga 

qo’shilishi mumkin. Bu xususiyat orqali murakkab masalalar kichik qismlarga 

ajratilib hal etiladi. 

2. Chiziqlilik xususiyati – Berilgan funksiya biror doimiy songa 

ko’paytirilsa, integrallash natijasiga ham shu son ta’sir qiladi. Bu xususiyat 

hisoblashlarni soddalashtirish uchun ishlatiladi. 

3. Almashinish xususiyati – Ikki o’zgaruvchili funksiya bo’lsa, uni har 

ikkala o’zgaruvchi bo’yicha navbatma-navbat hisoblash mumkin. Ya’ni, avval biri 

bo’yicha, keyin ikkinchisi bo’yicha hisoblash natijaga ta’sir qilmaydi. Bu xususiyat 

integralni hisoblash tartibini tanlash imkonini beradi. 

4. O’zgaruvchilarni almashtirish xususiyati – Agar masalani yechishda 

qulay bo’lishi uchun yangi koordinatalarga o’tish zarur bo’lsa, bu xususiyat 

yordamida hisob-kitoblar soddalashtiriladi. Masalan, ba’zi hollarda Dekart 

koordinatalaridan qutb koordinatalariga o’tish qulay bo’ladi. 

Egri chiziqli integrallar berilgan egri chiziq bo’ylab hisoblashni anglatadi va 

quyidagi xususiyatlarga ega: 

1. Trajektoriyaga bog’liqlik xususiyati – Agar integral fizik jarayonga 

bog’liq bo’lsa, natija chiziqning shakli va yo’nalishiga bog’liq bo’ladi. Masalan, 
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elektr yoki magnit maydon kuch chiziqlari bo’ylab hisoblashda yo’nalish katta 

ahamiyatga ega. 

2. Maydon bilan bog’liqlik xususiyati – Egri chiziqli integral odatda turli 

kuch maydonlari bilan ishlashda qo’llaniladi. Bu xususiyat fizik va muhandislik 

sohalarida, xususan, elektr va mexanika qonunlarini tushunishda katta ahamiyatga 

ega. 

3. Chiziqning parametrik tavsifi – Egri chiziqli integrallarni hisoblashda 

chiziq qanday tavsiflanganligi muhim. Agar chiziq parametrik ko’rinishda berilgan 

bo’lsa, integralni shu parametr orqali hisoblash qulay bo’ladi. 

4. O’zgaruvchanlik xususiyati – Egri chiziqli integral faqat chiziq bo’ylab 

emas, balki u orqali o’tuvchi maydonlarning ta’sirini ham hisoblashga yordam 

beradi. Bu xususiyat fizikada ish bajarish, energiya hisoblash kabi masalalarda 

qo’llanadi. 

Karrali va egri chiziqli integrallarning qo’llanilish sohasini bilishimiz zarur. 

1. Geometriya va mexanika 

 Yuzalar, hajmlar va og’irlik markazlarini hisoblashda karrali integrallar 

qo’llaniladi. 

 Maydonlarni hisoblash: 

S = ∫ ∫D1 dA 

Bu formula orqali har qanday egri chegarali sohaning yuzasini hisoblash mumkin. 

 Hajmlarni hisoblash: 

Uch o’lchamli jismlarning hajmini hisoblash uchun uch karrali integral ishlatiladi: 

V = ∫ ∫ ∫D1dV 

 Egri chiziqli integrallar elastik jismlarning deformatsiyalarini tahlil 

qilishda ishlatiladi. 

 Egrilik radiusi va egri chiziqlar uzunligi: 

L = ∫C ds 

2. Fizika va muhandislik 
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 Elektr maydonlari, magnit maydonlar va kuchlar ta’sirini aniqlashda 

egri chiziqli integrallar muhim o’rin tutadi. 

 Elektr va magnit maydonlarida ishni hisoblash: 

W = ∫C F ⋅ dr 
 Issiqlik tarqalishini tahlil qilishda karrali integrallar yordamida harorat 

taqsimoti hisoblanadi. 

3. Statistika va iqtisodiyot 

 Ta’sir doirasi bo’yicha ma’lumotlarni tahlil qilishda karrali integrallar 

keng qo’llaniladi. 

 Egri chiziqli integrallar iqtisodiy o’zgarishlarni modellashtirishda 

ishlatiladi. 

4. Astronomiya va biologiya 

 Samoviy jismlarning harakat trayektoriyalarini hisoblashda egri 

chiziqli integrallar ishlatiladi. 

 Karrali integrallar biometrik o’lchovlar va tahlillarda qo’llaniladi. 

Karrali va egri chiziqli integrallar turli fan sohalarida keng qo’llaniladi. 

Karrali integrallar maydonlar va hajmlar bilan bog’liq masalalarni yechishda 

ishlatilsa, egri chiziqli integrallar kuchlar, maydonlar va yo’nalishli o’zgarishlar 

bilan bog’liq masalalarni tahlil qilishda qo’llaniladi. Ularning o’ziga xos 

xususiyatlari matematik modellashtirishda muhim rol o’ynaydi. 
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II.BOB. Karrali integrallarning tadbiqlari 

2.1. Geometriyada karrali integrallarning qo’llanilishi  

Karrali integral (yoki ikki yoki ko’p o’lchovli integral) geometriyada 

maydonlarni hisoblashda keng qo’llaniladi. Bu integral turini ishlatish, ikki yoki 

undan ortiq o’lchovli maydonlarning maydonlarini hisoblashda, shu bilan birga ba'zi 

geometriya shakllarining o’lchamlarini aniqlashda ishlatiladi. 

1. Karrali integrallar: Umumiy tushuncha 

Karrali integral — bu integral turidir, u ikki yoki ko’p o’lchovli 

integrallarning umumiy shaklida ifodalanadi. Agar f(x,y) funktsiyasi ikki o’lchovli 

fazoda aniqlangan bo’lsa, unda karrali integral quyidagi shaklda yoziladi: 

∫ ∫R f(x,y) dx dy 

Bu yerda R — hisoblanadigan maydon, f(x,y)— integrallangan funktsiya, 

dxdxdx va dydydy esa o’zgaruvchilarni ifodalaydi. 

2. Maydonlarni hisoblashda karrali integral 

Geometriyada karrali integrallardan asosan maydonlarni hisoblashda 

foydalaniladi. Masalan, biror egri chiziqli shaklning yoki qiyalikdagi yuzaning 

maydonini topish uchun karrali integrallar qo’llanadi. 

Maydonni hisoblash 

Agar f(x,y) biror maydonni ifodalovchi funktsiya bo’lsa, masalan, yer 

maydoni yoki suyuqlikdagi to’planish, unda integral yordamida bu maydonning 

qiymatini topish mumkin. 

Misol: Agar f(x,y) ikki o’lchovli tekislikda maydonni ifodalasa va R maydon 

esa tekislikda aniqlangan chegaralar bo’lsa, unda maydonni hisoblash uchun karrali 

integral quyidagi shaklda ishlatiladi: 

 

M = ∫∫R f(x,y) dx dy 

Bu erda M maydonning qiymatini bildiradi. 
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Maydonning ko’rinishi va cheklovlari 

Karrali integral yordamida maydon hisoblashda, ko’pincha geometrik 

shakllar (masalan, to’g’ri burchaklar, doiralar, ellipslar) yordamida chegaralar 

aniqlanadi. Agar chegaralar aniq bo’lsa, integralni hisoblash ancha osonlashadi. 

Masalan, to’g’ri burchakli maydonni hisoblashda, R chegarasi quyidagicha 

bo’ladi: 

∫a
b∫c

d f(x,y)dydx 

Bu yerda a va b x-o‘qi bo‘yicha, c va d esa y-o‘qi bo‘yicha chegaralarni 

bildiradi. 

Doira shaklidagi maydonni hisoblash 

Agar maydon doira shaklida bo‘lsa, unda integralni hisoblash uchun polar 

koordinatalar qo‘llaniladi. Polar koordinatalarda karrali integralning shakli 

quyidagicha bo‘ladi: 

M=∫0
2π∫0

R f(r,θ)rdrdθ 

Bu erda r — radius, θ — burchak bo‘lib, maydonning geometriyasi aniq 

belgilangan bo‘lsa, integralni hisoblash osonlashadi. 

3. Misol 

Misol sifatida, f(x,y)=1bo‘lgan maydonni hisoblashni ko‘rib chiqaylik. Bu 

holda, maydonni hisoblashda f(x,y) ni 1 deb olish, ya'ni tekislikdagi maydonning 

o‘lchamini aniqlash mumkin: 

Agar R to‘g‘ri burchakli bo‘lsa va uning chegaralari a≤x≤b, c≤y≤d bo‘lsa, 

integral quyidagicha bo‘ladi: 

M= ∫a
b∫c

d 1dydx 

Bu integralni hisoblashda faqat chegaralarni kiritish kerak, natijada 

maydonning qiymati M=(b−a)(d−c) bo‘ladi. 

4. Karrali integrallarning geometriyadagi boshqa qo‘llanishlari 

Karrali integrallar geometriyada boshqa ko‘plab masalalarda qo‘llanadi. 

Masalan: 
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 Yuzaning maydoni: Uyingizning devorlarini yoki tekislikda 

geometrik shakllarning yuzasini hisoblash. 

 Ob'ektlarning massasi: Ko‘p o‘lchovli fazoda massaning 

taqsimlanishini aniqlashda. 

 Elektr maydoni yoki boshqa fizika masalalarida karrali 

integrallarni ishlatish. 

5. Ko‘p o‘lchovli maydonlar 

Geometriyada karrali integrallar ko‘p o‘lchovli maydonlarning o‘lchamini 

hisoblashda muhim vosita bo‘lib xizmat qiladi. Agar maydon uch o‘lchovli fazoda 

joylashgan bo‘lsa (masalan, 𝑓(𝑥,𝑦,𝑧)funktsiyasi uchun), u holda uch o‘lchovli 

integralni qo‘llashimiz mumkin. Uch o‘lchovli integralni hisoblash quyidagicha 

amalga oshiriladi: 

M = ∫∫∫R f(x,y,z) dx dy dz 

Bu yerda R — uch o‘lchovli maydon, f(x,y,z)— uch o‘lchovli fazodagi 

funktsiya. Agar maydon cheklovlari aniq bo‘lsa, integralni hisoblash nisbatan 

osonlashadi. 

Karrali integrallar geometriyada maydonlar, yuzalar va boshqa geometrik 

o‘lchovlarni hisoblashda keng qo‘llaniladi. Bu turdagi integrallar biror shakldagi 

maydon yoki yuzaning qiymatini topishda yordam beradi va uning qo‘llanish 

sohalari kengdir. O‘rganilgan misollar orqali, karrali integralni real geometriyadagi 

masalalarga tatbiq etish mumkin. 
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2.2. Fizikada karrali integrallarning qo’llanilishi  

Karrali integrallar, asosan, ko‘p o‘lchovli fizik tizimlarning tahlilida 

qo‘llaniladi. Fizika sohasida karrali integrallar o‘zgaruvchilarni ko‘p o‘lchovli 

fazoda hisoblashda, fizik kattaliklarning maydoni va o‘lchamini aniqlashda 

ishlatiladi. Bu integrallar fizika muammolarini matematik jihatdan ifodalash va 

yechish uchun zarur vosita hisoblanadi. 

1. Karrali integrallar va fizik kattaliklar 

Fizikada karrali integrallar, odatda, massaning, energiyaning, yukning yoki boshqa 

fizik kattaliklarning taqsimlanishini hisoblashda qo‘llaniladi. Karrali integral 

yordamida, masalan, obyektlarning maydoni, massasini yoki boshqa fizik 

o‘zgarishlarning taqsimlanishini aniq hisoblash mumkin.  

Karrali integralning qo‘llanilishi asosan quyidagi fizik sohalarda keng tarqalgan: 

Gravitatsion maydonlar, 

Elektr maydonlari, 

Magnit maydonlari, 

Termodinamika va issiqlik almashinuvi. 

2. Gravitatsion maydonlar va karrali integrallar 

Gravitatsion maydonlar ko‘p o‘lchovli fazoda tasvirlanadi. Karrali integrallarni 

ishlatish orqali, massa taqsimoti yoki yerning tortishish kuchini hisoblash mumkin. 

Newtonning gravitatsiya qonuniga binoan, ikkita massaning o‘zaro tortishish kuchi 

karrali integral orqali hisoblanadi.  

Misol: Agar biz biror jismlarning gravitatsion maydonidagi o‘zaro ta'sirini 

hisoblasak, u holda karrali integral yordamida maydonni, kuchni yoki energiyani 

hisoblash uchun quyidagicha formulalar ishlatiladi: 

F = G ∫∫∫ (m(x, y, z) m'(x', y', z') / r² )dx dy dz 

Bu yerda m(x, y, z) va m'(x', y', z') — massalar, r esa ular orasidagi masofani 

bildiradi. Integral orqali to‘liq maydonni va tortishish kuchini hisoblash mumkin. 

3. Elektr maydonlari va karrali integrallar 

Elektr maydonlari va elektrostatik kuchlar ham ko‘p o‘lchovli fazoda tasvirlanadi va 
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karrali integrallar yordamida hisoblanadi. Elektr maydonining kuchini hisoblashda, 

Gauss qonuni asosida karrali integrallar ishlatiladi. Gauss qonuni elektr 

maydonining taqsimlanishini va elektr kuchlarining ta'sirini hisoblashda yordam 

beradi. 

Misol: Agar elektr maydoni E va zaryadlar taqsimoti berilgan bo‘lsa, u holda 

maydon kuchini yoki zaryadning taqsimlanishini karrali integral orqali hisoblash 

mumkin. Gauss qonuni formulasi quyidagicha bo‘ladi: 

∮S E ⋅ dA = Qencl / ε₀ 

Bu yerda E — elektr maydonining kuchi, dA — sirt elementining vektori, 

Q_encl — yopilgan yuzaning ichidagi umumiy zaryad, va ε₀ — vakuumning 

dielektrik o'tkazuvchanligi. 

4. Magnit maydonlari va karrali integrallar 

Magnit maydonlarini hisoblashda ham karrali integrallar ishlatiladi. Faraday qonuni, 

Ampere qonuni kabi fizik qonunlar magnit maydonlarini tasvirlashda karrali 

integrallarni talab qiladi. Magnit maydonlaridagi o‘zgarishlarni va tok kuchlarini 

hisoblashda integral yordamida maydonning kuchini yoki tokning taqsimlanishini 

aniqlash mumkin. 

Misol: Ampere qonuniga ko‘ra, magnit maydonining integral shakli quyidagicha 

ifodalanadi: 

∮∂S B ⋅ dl = μ₀ Iencl 

Bu yerda B — magnit maydoni, dl — chiziq elementining uzunligi, I_encl — 

yopilgan yo‘nalish bo‘ylab o‘tgan tok, μ₀ esa magnit o'tkazuvchanlikdir. 

5. Issiqlik va energiya taqsimoti 

Termodinamika sohasida ham karrali integrallar muhim ahamiyatga ega. Massaning 

yoki energiyaning taqsimlanishi, issiqlik almashinuvi kabi masalalarni karrali 

integrallar yordamida hal qilish mumkin. Agar termodinamik tizimda issiqlik yoki 

energiya taqsimoti berilgan bo‘lsa, u holda integral yordamida umumiy energiya 

yoki issiqlik miqdorini hisoblash mumkin. 
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Misol: Agar haroratni taqsimlash T(x, y, z) bilan ifodalansa va tizimning hajmi V 

bo‘lsa, energiyani karrali integral orqali quyidagicha hisoblash mumkin: 

E = ∫V ρ (x, y, z)T (x, y, z) dV 

Bu yerda ρ(x, y, z) — issiqlik sig‘imi, T(x, y, z) esa haroratning 

taqsimlanishini bildiradi. 

6. Karrali integrallarni hisoblashdagi qo‘llanmalar 

Fizikada karrali integrallarni yechish uchun ba'zi maxsus koordinatalar tizimlari, 

masalan, “polar koordinatalar”, “sferik koordinatalar”, “cilindrik koordinatalar” 

qo‘llaniladi. Ushbu koordinatalar tizimlari simmetrik muammolarni yechishda 

hisoblashni ancha osonlashtiradi. 

 

- Polar koordinatalar: Geometrik shakllar (masalan, doira) uchun karrali integralni 

hisoblashda ishlatiladi. 

- Sferik koordinatalar: Uch o‘lchovli fazoda simmetrik shakllar (masalan, sfera) 

uchun qulay. 

- Silindrik koordinatalar: Silindr shaklida joylashgan tizimlar uchun ishlatiladi. 

7. Fizikada karrali integrallarning ahamiyati 

Karrali integrallar fizik masalalarni yechishda, ayniqsa, maydonlar, kuchlar va 

energiya taqsimotlarini hisoblashda zarur vositadir. Ular orqali biz ko‘p o‘lchovli 

tizimlar, kontsentratsiya, energiya yoki issiqlik almashinuvi kabi kattaliklarni aniq 

hisoblashimiz mumkin. Karrali integrallarni ishlatish orqali matematik ifodalar aniq 

va soddalashtirilgan tarzda yechiladi, va fizika nazariyasining asosiy qonunlari 

formulalar orqali aniq ifodalanadi. 

Fizikada karrali integrallar nafaqat masalalarni matematik jihatdan yechishda, balki 

fizik kattaliklarning maydonlar va energiyalarini hisoblashda muhim ahamiyatga 

ega. Elektr, magnit va gravitatsion maydonlarni tahlil qilishda, issiqlik almashinuvi 

va energiyaning taqsimlanishini hisoblashda karrali integrallarni qo‘llash zarur. Bu 

integrallar yordamida fizik qonunlar aniq ifodalangan va ilmiy muammolarni 

yechishda yordam beradi. 
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2.3. Amaliy masalalarni karrali integrallar yordamida yechish 

Karrali integrallar, ko‘p o‘lchovli tizimlarni matematik jihatdan tahlil qilishda 

keng qo‘llaniladi. Ular asosan fizikaviy masalalarni yechishda, ayniqsa, maydonlar, 

energiya, massalar yoki boshqa kattaliklarni hisoblashda qo‘llaniladi. Karrali 

integrallarni ishlatishning afzalliklaridan biri, ular orqali murakkab va ko‘p o‘lchovli 

tizimlar yaxlit va aniq yechish mumkin bo‘ladi. 

Karrali integrallarni qo‘llashning asosiy sohasi 

Amaliy masalalarda karrali integrallarni qo‘llashda ko‘plab sohalar mavjud, 

jumladan: 

Fizikaviy masalalar: Gravitatsion maydonlar, elektr maydonlari, magnit 

maydonlari va issiqlik taqsimoti kabi masalalarda karrali integrallar muhim rol 

o‘ynaydi. Bu sohalarda karrali integrallar yordamida kuchlar, energiya, issiqlik va 

boshqa kattaliklarning taqsimotlari hisoblanadi. 

Geometrik masalalar: Geometriya sohasida karrali integrallar maydonlarni 

hisoblashda ishlatiladi. Masalan, tekislikda yoki fazoda yopiq shakllarning 

maydonlarini hisoblashda karrali integrallarni qo‘llash zarur bo‘ladi. 

Muhandislik va texnologiya masalalari: Mashina qismlarining kuchlanish, 

deformatsiya va boshqa mexanik parametrlarini hisoblashda karrali integrallar 

ishlatiladi. Shuningdek, elektron qurilmalarning maydonlari, issiqlik almashinuvi va 

boshqa texnologik jarayonlar ham karrali integrallar yordamida modellashiriladi. 

Karrali integrallarni amaliy masalalarda qo‘llash usullari 

Karrali integrallarni amaliy masalalarda ishlatishning bir necha asosiy 

bosqichlari mavjud. Quyida ba'zi usullar va amaliy masalalarning yechish jarayoni 

keltirilgan: 

Modellashtirish va muammo formulasi: Masalaning yechilishi uchun avvalo 

karrali integral yordamida tizim yoki jarayon matematik jihatdan tasvirlanadi. Bu 

bosqichda masalaning shartlari va kerakli fizik yoki geometrik kattaliklar 

aniqlanadi. Odatda, karrali integralni tuzish uchun masalaning o‘lcham va shartlarini 

aniqlab olish kerak bo‘ladi. Bu jarayon tizimning geometrik shakli va uning 

o‘lchamlariga asoslanadi. 
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Integralni tanlash va yechish: Masalaning matematik modelini tuzganimizdan 

so‘ng, karrali integralni tanlash va uni hisoblashni boshlash kerak. Bu bosqichda 

tizimni o‘ziga xos xususiyatlari (masalan, simmetriya yoki chegaralar) hisobga 

olinadi. Ba'zi hollarda maxsus koordinatalar tizimlari (polar, silindrik yoki sferik 

koordinatalar) ishlatiladi, bu esa hisoblash jarayonini sezilarli darajada 

soddalashtiradi. Shuningdek, amaliy masalalarda tez-tez raqamli usullar va 

kompyuter hisoblashlari qo‘llaniladi, chunki ba'zan integralni aniq yechish mumkin 

emas. Yechimni interpretatsiya qilish: Karrali integral yordamida yechilgan natija 

tizim yoki jarayon haqida foydali ma'lumotlarni beradi. Yechimni tahlil qilishda 

natijaning fizik yoki geometrik ahamiyati tushuniladi. Agar natijada vaqt, kuch, 

harorat yoki boshqa o‘zgaruvchilarni taqsimoti mavjud bo‘lsa, bu ma'lumotlar 

tizimning dinamikasini yoki xususiyatlarini tushunishga yordam beradi. 

Verifikatsiya va tekshirish: Karrali integral yordamida hisoblangan natijalar 

ba'zan mavjud nazariy modellar yoki eksperimental ma'lumotlar bilan taqqoslanadi. 

Agar natija nazariy modelga yoki tajribaga to‘g‘ri kelsa, u holda yechim to‘g‘ri deb 

hisoblanadi. Aks holda, hisoblash jarayoni yoki modelni qayta ko‘rib chiqish zarur. 

Karrali integrallarni qo‘llashdagi asosiy qiyinchiliklar mavjud. 

Karrali integrallarni amaliy masalalarda qo‘llash uchun bir misol keltiraman. 

Masalan, disk shaklidagi mintaqadagi maydonni hisoblashda karrali integralni 

ishlatish. Agar biz tekislikda, markazidan radiusi R bo‘lgan diskdagi maydonni 

hisoblamoqchi bo‘lsak, karrali integral quyidagi ko‘rinishda yoziladi: 

A = ∫0
R∫0

2π rdθdr 

Bu yerda: 

 A — diskning maydoni, 

 R — radius koordinatasi, 

 θ— burchak koordinatasi, 

 R — diskning radiusi. 
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Ushbu integralni yechish orqali biz diskning umumiy maydonini 

hisoblashimiz mumkin. Karrali integralni bu tarzda qo‘llash, tekislikdagi 

geometriyani modellashda keng tarqalgan usuldir. 

Karrali integrallarni amaliy masalalarda qo‘llashda bir nechta qiyinchiliklar 

yuzaga kelishi mumkin: 

Ko‘p o‘lchovlilik: Karrali integrallar ko‘p o‘lchovli bo‘lishi mumkin, bu esa 

hisoblash jarayonini murakkablashtiradi. Bir nechta o‘zgaruvchilarni hisobga olish 

zarur bo‘ladi, bu esa integrallarni yechishni qiyinlashtiradi. 

Chegaralar va simmetriya: Masalaning chegaralari va simmetriyasini to‘g‘ri 

aniqlash zarur. Ba'zi hollarda masala geometrik jihatdan murakkab bo‘lishi mumkin, 

bu esa integralni to‘g‘ri tuzish va yechishning qiyinchiliklarini keltirib chiqaradi. 

Raqamli hisoblashlar: Ko‘p hollarda karrali integralni aniq yechish mumkin 

emas, shuning uchun raqamli usullar (masalan, simpson yoki trapezoidal metodlar) 

yordamida integralni yechish talab qilinadi. 

Amaliy masalalarga misollarni tahlil qilamiz. 

Gravitatsion maydonlarni hisoblash: Gravitatsion maydonlardagi kuchlarni 

karrali integral yordamida hisoblash mumkin. Agar biz ma'lum bir maydondagi 

massa taqsimotini bilsak, u holda tortishish kuchini karrali integral yordamida 

hisoblashimiz mumkin. 

Issiqlik taqsimoti: Issiqlik almashinuvi va haroratning taqsimotini karrali 

integrallar yordamida hisoblash mumkin. Bu masalalarda, haroratning uzluksiz 

taqsimoti asosida, energiyaning yoyilishi va issiqlik oqimi hisoblanadi. 

Elektr maydonlarining kuchini hisoblash: Elektr maydonidagi zaryadlar 

taqsimoti bilan ishlashda, zaryadning ta'sirini karrali integrallar yordamida hisoblash 

mumkin. Elektr maydonlarining taqsimoti va potensialini aniqlashda karrali 

integrallar keng qo‘llaniladi. Karrali integrallarni amaliy masalalarda qo‘llash 

usullari juda kengdir va ular ko‘plab ilmiy va texnologik sohalarda zarur vosita 

hisoblanadi. Karrali integrallar yordamida murakkab fizikaviy va geometrik 

tizimlarning tahlilini amalga oshirish mumkin, va bu usullar nafaqat nazariy 

masalalar, balki amaliy hisoblashlar uchun ham samarali bo‘ladi. 
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III. BOB. Egri chiziqli integrallarning tadbiqlari 

3.1. Fizikada egri chiziqli integrallarning qo’llanilishi 

Egri chiziqli integrallar fizikada ko‘plab sohalarda, ayniqsa, maydonlar, 

kuchlar, energiya va boshqa fizik kattaliklarni hisoblashda qo‘llaniladi. Bu 

integrallar, asosan, biror bir chiziq bo‘ylab o‘tgan vaqtda o‘zgarayotgan kattaliklarni 

aniqlash uchun ishlatiladi. Ular ko‘pincha elektr, magnit va gravitatsion maydonlar 

kabi tizimlarni tahlil qilishda, shuningdek, kuchlar va energiya hisoblashlarda 

ishlatiladi. Egri chiziqli integrallarni qo‘llashda tizimning geometrik shakli, 

simmetriya va boshqa xususiyatlari hisobga olinadi. 

Egri chiziqli integralning asosiy tushunchasi 

Egri chiziqli integral — bu vektor maydonining, yoki boshqa kattalikning, 

ma'lum bir yo‘l yoki egri chiziq bo‘ylab integrali hisoblanadi. Masalan, kuch yoki 

energiya kabi kattaliklar biror bir chiziq bo‘ylab o‘tgan vaqtda o‘zgaradi va egri 

chiziqli integral bu o‘zgarishni hisoblashda ishlatiladi. 

Egri chiziqli integrallarni qo‘llash sohalari 

Elektr maydonlari: Elektr maydonlari fizikada egri chiziqli integrallardan 

keng foydalanadi. Agar bizda zaryadlarning taqsimoti mavjud bo‘lsa va ularning 

yarattigan elektr maydonini hisoblash kerak bo‘lsa, bu maydonni hisoblash uchun 

egri chiziqli integral ishlatiladi. Elektr maydonining kuchi yoki potentsialini biror 

yo‘l bo‘ylab integrallash zarur bo‘lishi mumkin. Misol uchun, agar biz 

elektrodinamikada tok o‘tkazgich bo‘ylab kuchni hisoblamoqchi bo‘lsak, egri 

chiziqli integral yordamida bu kattalik aniqlanadi. 

Magnit maydonlari: Magnit maydonlarining kuchi yoki potentsiali ham egri 

chiziqli integral yordamida hisoblanadi. Magnit maydonining kuchi zaryadlangan 

zarrachalar ustida ta'sir qilayotgan magnit kuchi sifatida aniqlanadi, bu kuchning 

qiymatini biror chiziq bo‘ylab integrallash uchun egri chiziqli integral ishlatiladi. 

Shuningdek, magnit maydoni ichida o‘tgan elektr toki bilan bog‘liq hisoblashlar 

ham egri chiziqli integrallar orqali amalga oshiriladi. 
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Gravitatsion maydonlar: Gravitatsion maydonlarda ham egri chiziqli 

integrallar muhim ahamiyatga ega. Gravitatsion maydonlardagi kuch yoki energiya 

taqsimotlarini hisoblashda egri chiziqli integrallar qo‘llaniladi. Agar biz biror 

jismning gravitatsion kuchini yoki energiyasini hisoblamoqchi bo‘lsak, bu kattalikni 

hisoblash uchun egri chiziqli integralni ishlatishimiz kerak bo‘ladi. Bu, masalan, 

sayyoralar yoki boshqa jismning orbitasida yuzaga keladigan kuchlarni hisoblashda 

foydalidir. 

Issiqlik va energiya tarqalishi: Issiqlik va energiya tarqalishini hisoblashda 

ham egri chiziqli integrallar qo‘llaniladi. Issiqlik oqimi yoki energiyaning biror yo‘l 

bo‘ylab tarqalishini hisoblash uchun bu integrallarni ishlatish mumkin. Misol uchun, 

issiqlik almashish tizimlarida yoki mexanik tizimlardagi energiya tarqalishini tahlil 

qilishda egri chiziqli integral yordamida energiya oqimlarini aniqlash mumkin. 

Egri chiziqli integrallar yordamida fizik kattaliklarni hisoblash 

Kuchlarni hisoblash: Egri chiziqli integral yordamida kuchlarni hisoblash 

juda keng tarqalgan. Agar kuch vektori biror yo‘l bo‘ylab ta'sir qilayotgan bo‘lsa, 

unda bu kuchning ta'sirini hisoblash uchun egri chiziqli integralni ishlatishimiz 

mumkin. Masalan, elektron yoki zaryadning biror yo‘l bo‘ylab harakatlanishi 

vaqtida unga ta'sir qilayotgan kuchni hisoblashda egri chiziqli integral kerak bo‘ladi. 

Elektromagnit maydonlarda energiya: Elektromagnit maydonlarda energiya 

hisoblashda ham egri chiziqli integrallar qo‘llaniladi. Agar elektromagnit 

maydonining kuchlari ma'lum bo‘lsa, u holda bu kuchlar ta'sirida bo‘lgan energiyani 

hisoblash uchun egri chiziqli integralni ishlatish mumkin. Masalan, biror maydon 

bo‘ylab o'tayotgan elektr toki va magnit maydonining o‘zaro ta'siridan kelib chiqqan 

energiya oqimi, egri chiziqli integral yordamida aniqlanadi. 

Mexanikada egri chiziqli integrallar 

Mexanikada egri chiziqli integrallar kuch va ishni hisoblashda keng 

qo‘llaniladi. Masalan, biror jismlarning harakatini tahlil qilishda, ayniqsa, 

qo‘zg‘alish yoki energiya almashinuvi jarayonlarini o‘rganishda egri chiziqli 

integral yordamida kuchlarni aniqlash kerak bo‘ladi. 
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Ish va energiya: Agar biror kuch vektorial bo‘lsa va u jismlarga ta'sir qilsa, 

kuchning biror yo‘l bo‘ylab amalga oshirgan ishini hisoblash uchun egri chiziqli 

integralni qo‘llash mumkin. Masalan, kuchning yo‘l bo‘ylab integrali ishlov 

beruvchi energiya yoki ishni beradi. Jismning harakati paytida unga ta'sir qiluvchi 

kuchni hisoblashda bu usul keng qo‘llaniladi. 

Elektrostatikada egri chiziqli integrallar 

Elektrostatikada egri chiziqli integrallar elektr maydonining kuchini hisoblash 

uchun ishlatiladi. Elektr maydonlarining kuchi biror nuqtada elektr zaryadiga ta'sir 

qilishi va bu kuchning yo‘l bo‘ylab o‘zgarishini aniqlash uchun egri chiziqli integral 

qo‘llaniladi. 

Elektr potentsiali: Agar bizda zaryad taqsimoti bo‘lsa, unda egri chiziqli 

integral yordamida zaryadlar yaratgan elektr potentsialini hisoblash mumkin. 

Potentsialning biror chiziq bo‘ylab integrali maydonning elektr kuchini aniqlaydi. 

Bu usul elektrostatikada kuch va potentsial o‘rtasidagi aloqani aniqlashda ishlatiladi. 

Gauss qonuni: Gauss qonuniga ko‘ra, elektr maydonining kuchi va uning 

o‘zgarishi yo‘l bo‘ylab integrallash orqali hisoblanadi. Elektr maydonlarining ta'siri 

va ularning hisoblanishi egri chiziqli integrallar yordamida amalga oshiriladi. 

Magnitizmda egri chiziqli integrallar 

Magnit maydonlari va magnit kuchlarini tahlil qilishda ham egri chiziqli 

integrallar muhim rol o‘ynaydi. Magnit maydoni vektorial bo‘lib, uning ta'siri biror 

jismga nisbatan yo‘l bo‘ylab hisoblanadi. 

Magnit kuchi: Magnit maydonidagi kuchni hisoblashda egri chiziqli integral 

ishlatiladi. Agar magnit maydoni ma'lum bir yo‘l bo‘ylab kuch ta'sir qilsa, bu 

kuchning ta'sirini hisoblash uchun egri chiziqli integral kerak bo‘ladi. 

Faraday induksiyasi: Faraday induksiyasi qonuniga ko‘ra, magnit 

maydonining o‘zgarishi va unga bog‘liq ravishda elektr tokining hosil bo‘lishi egri 

chiziqli integral orqali aniqlanadi. Bu fenomenni tahlil qilishda egri chiziqli integral 

muhim hisoblanadi. 

Termodinamika va issiqlik uzatishda egri chiziqli integrallar 
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Termodinamika sohasida issiqlik va energiyaning tarqalishi ham egri chiziqli 

integrallar yordamida tahlil qilinadi. Issiqlik va energiya oqimlarini hisoblashda turli 

maydonlar bo‘ylab o‘tgan energiya oqimining integrallashiga ehtiyoj bor. 

Issiqlik oqimi: Issiqlikning biror material bo‘ylab tarqalishi va bu jarayonda 

uning o‘zgarishini hisoblash uchun egri chiziqli integral qo‘llaniladi. 

Termodinamikaning energiya saqlanish qonunini tahlil qilishda ham egri chiziqli 

integrallar yordamida energiyaning oqimi va o‘zgarishi hisoblanadi. 

O‘tkazuvchanlik: Issiqlik va energiyaning biror jismlar yoki materiallar 

bo‘ylab uzatilishi jarayonida o‘tkazuvchanlikni aniqlashda egri chiziqli integralni 

qo‘llash mumkin. Agar material orqali issiqlik oqimi o‘tsa, bu oqimning o‘zgarishini 

integrallash orqali aniqlash mumkin. 

Geometrik shaklni aniqlash: Egri chiziqli integralni hisoblash uchun 

tizimning geometrik shakli va yo‘lni aniq belgilash zarur. Bu masalada noto‘g‘ri 

geometrik xususiyatlar yoki noaniq chegaralar integrallash jarayonini 

murakkablashtiradi. 

Maydonning o‘zgarishi: Maydonlar va kuchlar o‘zgaruvchan bo‘lishi 

mumkin, va ularning qiymatini hisoblashda integrallashning murakkabligi oshadi. 

Ba'zan maydonlar o‘zgarishini modellashda maxsus hisoblash usullari yoki raqamli 

usullar qo‘llaniladi. 

Numerik hisoblashlar: Ko‘p hollarda, egri chiziqli integralni analitik tarzda 

yechish qiyin bo‘lishi mumkin, shuning uchun raqamli hisoblashlar yordamida 

integralni yechish talab qilinadi. Bu usullarni qo‘llashda hisoblashning aniqligi va 

samaradorligi muhim ahamiyatga ega. 

Egri chiziqli integrallar fizikada keng qo‘llaniladi va ularni ishlatish orqali 

ko‘plab masalalar yechiladi. Elektr, magnit, gravitatsion maydonlar, issiqlik 

almashinuvi va energiya tarqalishi kabi masalalarda egri chiziqli integrallar muhim 

rol o‘ynaydi. Bu integrallar yordamida kuchlar, energiya, va maydonlar o‘rtasidagi 

munosabatlarni aniqlash mumkin. Shuningdek, fizik tizimlarning tahlilini yanada 

chuqurlashtirish va aniqroq natijalar olish uchun egri chiziqli integrallar zarur vosita 

hisoblanadi. 
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3.2. Kuchlar maydoni va egri chiziqli integrallarning amaliy 

misollari. Egri chiziqli integrallar yordamida kompleks masalalarni 

yechish 

Egri chiziqli integrallar kuchlar maydonlari va boshqa fizik jarayonlarni tahlil 

qilishda keng qo‘llaniladi. Bu integrallar yordamida ko‘plab fizik masalalarni, 

jumladan, kuchlar va energiya taqsimotlarini, maydonlarni hisoblash mumkin. 

Kuchlar maydonlari odatda vektor maydonlari bo‘lib, ular atrof-muhitdagi zaryadlar 

yoki jismoniy ob'ektlarga ta'sir qiladigan kuchlarni tasvirlaydi. Maydonning ta'siri 

egri chiziqli integral yordamida aniqlanadi. 

Kuchlar maydoni va egri chiziqli integrallar 

Kuchlar maydoni — bu kuchlarning vaqt o‘tishi bilan o‘zgarishini va biror 

jismga ta'sir qiladigan kuchning yo‘l bo‘ylab o‘zgarishini tasvirlovchi vektor 

maydoni. Misol uchun, elektrostatikada elektr maydoni yoki magnit maydonidagi 

kuchlar maydonlari, yoki gravitatsion maydonlardagi kuchlar har doim biror jismga 

ta'sir qiladigan kuchlar sifatida ishlaydi. 

Egri chiziqli integral yordamida kuch maydonining biror jismga ta'sirini yoki 

biror chiziq bo‘ylab o'tayotgan kuchni hisoblash mumkin. Kuchning biror nuqtadagi 

qiymatini bilgan holda, uni yo‘l bo‘ylab integrallash orqali, kuchning umumiy 

ta'sirini aniqlash mumkin. 

Amaliy misollar 

Gravitatsion maydon va jismga ta'sir etuvchi kuch: Gravitatsion maydonlarda, 

yerning yoki boshqa sayyoralar ta'sirida jismga ta'sir qiluvchi gravitatsion kuchni 

hisoblash uchun egri chiziqli integral ishlatiladi. Agar biz sayyoraning yuzasiga yoki 

orbitasiga o‘tgan jismning gravitatsion kuchini hisoblashni xohlasak, unda jismning 

harakati bo‘ylab kuchni integrallashimiz zarur bo‘ladi. 

Masalan, agar biror jismni yer yuzasida harakatlantirayotgan bo‘lsak, 

gravitatsion kuchning ta'sirini hisoblash uchun sayyoraning massasining ta'sirini va 

gravitatsion maydonni hisobga olish kerak. Egri chiziqli integral yordamida, 
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jismning harakat yo‘li bo‘ylab gravitatsion kuchni hisoblab, uni amaliyotda qo‘llash 

mumkin. 

Elektromagnit maydon va kuch: Elektromagnit maydonlarida egri chiziqli 

integral yordamida kuchni hisoblash juda muhim. Masalan, zaryadlangan jismning 

elektr maydoniga yoki magnit maydoniga ta'siri, kuchni aniqlash uchun egri chiziqli 

integral yordamida amalga oshiriladi. Agar biror zaryadlangan jismlar to‘plami 

mavjud bo‘lsa va ular elektr yoki magnit maydonida harakat qilsa, unda bu 

jismlarning maydon bo‘ylab kuchlarini hisoblash uchun egri chiziqli integraldan 

foydalaniladi. 

Elektromagnit maydonida kuchning ta'sirini hisoblash, ayniqsa, tok manbalari 

va magnit maydonlarini bir-biri bilan o‘zaro ta'sirini aniqlashda zarurdir. Faraday 

qonuni va Ampère qonuni kabi elektromagnit qonunlari egri chiziqli integralni 

qo‘llaydi. Tok manbai atrofida magnit maydonining hosil bo‘lishi va zaryadlangan 

zarrachalarning bu maydonlarda harakati energiya va kuchni hisoblashga yordam 

beradi. 

Issiqlik tarqalishi va energiya oqimi: Issiqlik yoki energiyaning biror material 

bo‘ylab tarqalishi va oqimi ham egri chiziqli integral yordamida hisoblanadi. 

Termodinamikada, masalan, issiqlik o‘tkazuvchanligi orqali issiqlik oqimi tahlil 

qilinadi. Issiqlik, materiallar orqali o‘tgan vaqt davomida, turli qatlamlarda 

tarqaladi, va bu jarayonda kuchlar yoki energiya oqimlarini hisoblashda egri chiziqli 

integral yordamida material bo‘ylab energiya tarqalishi aniqlanadi. 

Issiqlik va energiyaning biror material bo‘ylab tarqalishini hisoblash uchun, 

materialning o‘tkazuvchanlik xususiyatlari va uning harorat taqsimoti muhim 

omillar hisoblanadi. Bu usul ko‘plab real tizimlar, masalan, energiya tejash yoki 

issiqlik almashish tizimlarida qo‘llaniladi. 

Toklar va magnit maydonlaridagi energiya: Tok manbalari va magnit 

maydonlari o‘rtasidagi o‘zaro ta'sirni tahlil qilishda ham egri chiziqli integrallar 

qo‘llaniladi. Masalan, tok manbai bo‘ylab magnit maydonining o‘zgarishini 

hisoblashda egri chiziqli integral ishlatiladi. Bu jarayonda tokning o‘tkazilishi va 

magnit maydonining kuchlarini hisoblash uchun integral ishlatish zarur bo‘ladi. 
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Tokning magnit maydoni bilan o‘zaro ta'siri ko‘pincha Faraday induksiyasi 

qonuni va Lenz qonuni orqali ifodalanadi. Bunday masalalarda, kuchlar va 

energiyaning o‘zgarishini tahlil qilishda egri chiziqli integral ishlatiladi. 

Egri chiziqli integrallar yordamida kompleks masalalarni yechish 

Egri chiziqli integrallar yordamida kompleks masalalarni yechishning muhim 

jihatlaridan biri — bu tizimning geometriyasi va simmetriyasini inobatga olishdir. 

Ko‘plab fizik tizimlar geometrik ravishda simmetrik bo‘lib, bu simmetriya egri 

chiziqli integralni hisoblashni soddalashtiradi. Misol uchun, elektr maydonida 

simmetrik zaryad taqsimoti mavjud bo‘lsa, bu maydonning kuchini hisoblashni 

yengillashtiradi. 

Shuningdek, amaliy masalalarni hal qilishda, ba'zan aniq formulalar 

yordamida hisoblashlar mumkin emas, shuning uchun raqamli hisoblashlar, ya'ni 

sonli metodlar qo‘llaniladi. Kompyuter yordamida numerik integrallarni yechish 

metodlari, fizik tizimlarning murakkabligini va ko‘plab parametrlarning o‘zgarishini 

hisobga olishda muhim o‘rin tutadi. 

Egri chiziqli integrallar yordamida kuchlar maydonlarini va boshqa fizik 

kattaliklarni hisoblash keng qo‘llaniladi. Gravitatsion maydonlardan tortib 

elektromagnit maydonlarigacha bo‘lgan turli sohalarda egri chiziqli integrallarni 

qo‘llash nafaqat energiya va kuchlarni aniqlashga, balki murakkab tizimlarning 

o‘zaro ta'sirini tahlil qilishga yordam beradi. Bu metod fizik tizimlarning real 

holatdagi dinamikasini tushunishda va yechishda samarali vosita hisoblanadi. 
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Xulosa 

Karrali va egri chiziqli integrallar matematika va fizikaning turli sohalarida 

chuqur o‘rganilgan va qo‘llanilgan muhim hisoblash vositalaridir. Ushbu 

integrallarni tadbiqlash, ko‘plab fizik jarayonlarni matematik jihatdan ifodalash va 

yechish imkonini yaratadi.  

Karrali integrallar bir necha o‘zgaruvchili funksiyalarni hisoblashga imkon 

berib, ularning maydonlar, o‘lchovlar va zichliklar kabi kattaliklarni aniqlashdagi 

ahamiyatini oshiradi. Egri chiziqli integrallar esa kuchlar, energiya va maydonlar 

o‘rtasidagi bog‘liqlikni hisoblashda asosiy vosita bo‘lib xizmat qiladi. Ushbu 

integrallarni fizikada, mexanikada, elektrostatikada, magnitizmda va boshqa ko‘plab 

sohalarda qo‘llash, real tizimlarni tahlil qilishda samarali natijalarga erishishni 

ta'minlaydi. 

Karrali integrallar yordamida maydonlar hisoblash, energiya oqimlarini 

aniqlash, harakatning dinamikasini va kuchlarni hisoblash imkoniyati ochiladi.  

Misol uchun, elektrostatika va magnitizm kabi sohalarda, elektr va magnit 

maydonlarining o‘zgarishlarini va ularga ta'sir qiluvchi kuchlarni hisoblashda karrali 

integrallar muhim rol o‘ynaydi. Bu integrallar, o‘zgaruvchilar soni ko‘p bo‘lgan 

tizimlarda, masalan, ko‘p o‘lchovli fazolarni o‘rganishda samarali bo‘lib, natijada 

real fizik tizimlarning harakatini to‘liqroq tushunishga yordam beradi. 

Egri chiziqli integrallar esa kuchlarning biror yo‘l bo‘ylab ta'sirini aniqlash 

uchun ishlatiladi. Ular mexanikada, elektrodinamika va energiya tarqalishini tahlil 

qilishda, shuningdek, issiqlik va elektr maydonlarining hisoblanishida keng 

qo‘llaniladi. Faraday induksiyasi, Gauss qonuni, Ampère qonuni kabi fizik qonunlar 

egri chiziqli integrallar yordamida ifodalanadi.  

Bu metodlar orqali biz maydonlardagi o‘zgarishlarni, energiya oqimining 

yo‘nalishlarini va kuchning ta'sirini aniq tahlil qilish imkoniyatiga egamiz.Egri 

chiziqli integrallar va karrali integrallarni qo‘llash orqali, turli fizik tizimlarning 

xususiyatlarini va ularning o‘zaro ta'sirini batafsilroq tushunish mumkin. Masalan, 

energetik tizimlarda energiyaning saqlanishi, tok manbalari va magnit 

maydonlarining o‘zaro ta'siri, yoki issiqlik va energiya oqimlari kabi masalalarni hal 



33 
 

qilishda bu metodlarning ahamiyati juda katta. Bunday metodlar yordamida nafaqat 

nazariy bilimlarni o‘rganish, balki real hayotdagi jarayonlar va tizimlarni ham tahlil 

qilish mumkin. 

Shuningdek, bu integrallarni amaliy masalalarda qo‘llashda raqamli metodlar 

va kompyuter simulyatsiyalari ham keng qo‘llaniladi. Murakkab tizimlarda analitik 

usullar yordamida to‘liq yechimga erishish qiyin bo‘lishi mumkin, shuning uchun 

numerik integrallar yordamida masalalarni hal qilishda kompyuterlar yordamida 

hisoblashlar amalga oshiriladi. Bu esa, kompleks tizimlarning amaliy yechimlarini 

topishda muhim vosita hisoblanadi. 

Umuman olganda, karrali va egri chiziqli integrallarning qo‘llanishi 

matematik va fizik tahlillarni chuqurlashtiradi, real tizimlarning dinamikasini 

aniqroq tushunishga yordam beradi. Ushbu integrallarni qo‘llash orqali biz nafaqat 

nazariy, balki amaliy masalalarni ham samarali va to‘g‘ri hal qilish imkoniyatiga ega 

bo‘lamiz. 
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